
문제 2. 함수 f : M → M은모든 x ∈ M에대하여, f(f(f(x))) = x를만족한다.

(a) (10점)일대일대응함수의정의는무엇인가?

(b) (20점)함수 f는일대일대응임을보여라.

(c) (20점)집합 M = {1, 2, . . . , 2008}일때, 적당한자연수 k ∈ M에대하여 f(k) = k임을보여라.

풀이.

(a)

총10점

일대일함수이고공역과치역이같다 같은것은같은것으로간다 (0점)

다른것은다른것으로간다 (5점)

공역과치역이같다 (5점)

위두개를모두대답하면 (10점)

(b)

총20점

(1) x, y ∈ M에 대하여, f(x) = f(y)라 하자. 그

러면 x = f(f(f(x))) = f(f(f(y))) = y이므로

x = y가되어 f는일대일함수.

(2) 또한 모든 m ∈ M에 대하여 f(f(f(m))) =

m이므로함수 f의공역과치역은 같다.

(1) (2) 각 10점

별해: f2 ◦ f(x) = x = f ◦ f2(x)이므로 f2는 f의

역함수이므로 f는일대일대응이다.

옆의 사실을 언급하면 10점. 이경우

왜 역함수가 존재하면 일대일 대응

인가를 질문하고 (1)과 (2)를 보이면

추가각 5점씩.

(c)

총20점

(1) 위의 성질을 만족하는 정수 k가 존재하지 않

는다고 하자. a ∈ M에 대하여, f(a) = b라 하

자. f(b) = a이면 f(f(f(a))) = b이므로 모순이

다. 이제 f(b) = c라 하자. 그러면 가정에 의하여

f(c) = a가 된다. 따라서 함수 f는 M의 세 개의

원소에 대하여 싸이클을 이루며 서로 서로를 보냄

을알수있다.

(2) 한편 2008은 3으로 나누면 나머지가 1이므

로 어느 한 원소를 이렇게 갈 수 없다. 그러므로

f(k) = k인원소가반드시존재한다.

세 개의 원소가 싸이클을 이룬다는

사실을언급하면 (5점)

(1)을증명하면 (10점)

(2)을증명하면 (10점)


